7.2.12  Vektorovy sou ¢in |

Predpoklady: 7208, 7211

P ndsobeni dvodisel ziskavame @pcislo. Skalarni ndsobeni vekiige zcela odlisSné,
protoze vynasobenim dvou vekiatostaneméislo, tedy &co jiného.

Je mozné vynasobit dva vektory a ziskait mektor? Co by takové nasobeni muselo pro
vysledek ugit?

Takové nasobeni musi jednoZznaurcit vysledny vektor, tedy jednak velikost (jako u
nasobenéisel a skalarniho nasobeni vekijoa poté snr (to je novinka).

Takovy postup existuje a nazyvawaktorovy sowin.
Nejdrive sifekneme jeho vyznam a pak se hodane spdéitat pomoci sotadnic.

Pr. 1: Rozhodni, zda nasledujici definicéibe byt pouzita jako definice vektorového
sowinu dvou vektoit:
Vektorovy sodin dvou vektod, které lezi na jedné&imce, je nulovy vektor.
Vektorovy sowin dvou vektod u, v, které nelezi na jednéimce, je vektow, ktery
ma tyto vlastnosti:
Vektorw je kolmy k ogma vektoim u, v.

Plati:|w| =|u||v|sina , kde a je Ghel vektai u av.
Vektorovy sodin w vektoffi u av zna&ime uxv, tedyw=uxv.

- Vyhovujici definice by nila sphovat dw¥ podminky:

-+ méla by pokryt vSechny mozné situace (ebuje dét, jak ukit vektorovy sodin
pro kazdou dvoijici vektd),

+ méla by byt jednoznéna (vSichni, kt& podle ni budou postupovat, dojdou ke

o stejnému vysledku).

. Predchozi definice neni spravna. Vekiopodle ni neni wen jednoznéné.

- Pokud by vektory av leZely ve vodorovné rovin mohl by vysledny vektow smsrovat buf

' svisle vzliru nebo svisle dél
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Pedagogicka poznamka.Jen malokdy n&esSeni gkdo pijde. Netekam dlouho a zau
piiklad postrkavat od tabule.

= Do definice musime doplnit pravidlo, které by jadnmoznosti zakazale> nagiklad, Ze
vektory tvai pravot&ivou bazi.



Spravna definice vektorového sonu.
Vektorovy sodin dvou vektod, které leZi na jedné&imce, je nulovy vektor.
Vektorovy souin dvou vektod u, v, které nelezi na jednéimce, je vektoxv,
ktery ma tyto vlastnosti:
* Vektorw je kolmy k oma vektofim u, v.
» Vektoryu, v, w tvori pravot@ivou bazi.
« Plati:|w|=|u||v|sina, kde a je Ghel vektol u av.

Vektorovy sowin w vektori u av zna&ime uxv, tedyw =uxv.

Upozornéni: Existuji dva zgsoby nasobeni vektinr

» skalarni sotin (vysledekeislo) ulv,

» vektorovy sotin (vysledek vektorjuxv,
= proto ¥ zapisu zalezi na tom, ktery znak piSemejdho zandn¢ totiz paitame rco
aplre jiného.

Pedagogickd poznamkaPredchozi upozogmi neni zbyténé. Studenti oba typy v zapisu
casto zamnuji (a ctlaji to bohuzel i po upozoéni).

‘ PF. 2: Rozhodni, zda je vektorové nasobeni komutativni.

' Vektorové nasobeni neni komutativni, pokud prohedpatadi vektot u av, obrati se sir
- vysledného vektorw.

Pro kazdé vektory, v plati vxu =-uxv.
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H PF. 3:  Navrhni divod, pra& je vektorovym soginem vektoi leZicich na jednétpmce
‘ nulovy vektor.

- Sneri kolmych k jedné fimce je v prostoru nekoiee mnoho—> vektorovy sotin by nebyl
' jednoznéng urcitelny.
' Pro vektory na jednéffmce plati:a =0 = |w| =|ul|v|sina =|u||v| sin0= C.

Podivame se na velikost vektorovéhodou |w| = |u[|v|sina = “opatny“ vzorec nez u

skalarniho satinu, ¢im v&tSi uhel mezi vektory, tim&Si vysledek vektorového sénu.
Jaky ma geometricky vyznam?

w/
~U
Geometricky vyznam: séin |w| =|u||v|sina udava obsah rovnébniku PURV.

H PF. 4:  Pomoci geometrického vyznanisla |w| =|ul|v|sina rozhodni, jak se zami
H vektorovy sodin pokud:



H a) k vektoruv piicteme nasobek vektomy
b) pokud jeden z vektdivynasobime realnyrislemk.

- a) k vektoru v pri¢teme nasobek vektorw
. Vektorovy soudin se nezmani, protoze se nezini ani obsah rovnanikuPURV.

. U

- Rovnolgznik se pictenim nasobku nakloni, ale jeho obsaktane stejny.

' b) pokud jeden z vektori vynasobime realnymgislemk.

- Rozaklime si podle znaménka
'+ k>0
i Pokud jeden z vektarvynasobime kladnyrsislemk, zmeni se jeho velikosk krét,
; Uhel mezi vektory se nezmi = vektorovy sotiin se vynasobdislemk.
e k=0
’ Pokud jeden z vektarvynasobime 0, bude mit nulovou velikest vektorovy sodin
| bude nulovy= vektorovy sotin se vynasobislemk.
e« k<O
: Pokud jeden z vektarvynasobime zapornygislemk, zmeni se jeho velikost krat a

jeho snér se obrati, Ghel mezi vektory se né&nin= vektorovy sotin se z¥tSi

, k krat a obrati se jeho $m= vektorovy sodin se vynasohtislemk.

- Ve vSech pipadech plati, Ze vektorovy st se vynasobdislemk.

Pedagogicka poznamkaPokud je mal@&asu, doporéuji bod b) konstatovat bez delSiho
rozebirani. Odpovidabné studentskéredsta¥.

Podobr jako u ostatnich s@inti i u vektorového usnadiji patitani specialni vlastnosti.

Pr. 5: Dopla vétu. Pro kazdé vektorg, b, c a pro kazdéislo t O R plati:
a) ax(b+c)= b) ax(tb) =.

Pro kazdé vektorg, b, c a pro kazdéislo t R plati:
ax(b+c)=axb+axc,

ax(tb) =(ta)xb=t(axb).

Vztahy dokaZzeme pozj. Ted kon&né odvodime vztah pro vektorovy stn pomoci
souadnic.

Zvolime si kartézskou pravatiwou soustavu sadadnicOxyz. Osy maji takovy sir, aby
vektory, které maji jejich sén, tvarily pravotativou bazi.
Kazdy vektor nizeme v této soustawyjadrit pomoci jednotkovych vektarve snéru
jednotlivych os. Zn&me je:

« & =(10;0) (nebo takée,),

« &=(0;1;0) (nebo takée,),



« &=(0;0;]) (nebo takée,).

Pi. 6:  Nakresli obrazek kartézskeé soustavyisomicOxyz a vyzn& do ni vektorye, e, a
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PFr. 7:  Urc¢i vektorové sotiny.

6 xe = 6 xe,= 6 xe;=
6 %€ = 6 xe, = 6, %€, =
6xe = e xe, = e xe, =.

' e xe: sowin dvou stejnych (rovnatznych) vektoh = e xe =o0.
- g xe,: dva iznokzné vektory= jejich vektorovy sotin je nenulovy,

'+ velikost: |w| =|u||v|sina =|e||e,|sin90 = TITx = pijde ot o jednotkovy
| vektor,
le

E ] : X

- » sn¥r: vektory e, e,,w tvori pravotd@ivou bazi:

' vektorw ma stejny s jako osaz = hledanym vektorem je vekt@, (ma
jednotkovou velikost a sénosyz) = e xe, =e,.

el'x e, =: dva fiznok®zné vektory= jejich vektorovy sotin je nenulovy,

« velikost:|w| = |u[|v|sina =|e]|e,| sin90 = IDE = pojde opt o jednotkovy
' vektor,



/
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.« smer: vektory e, e;,w tvori pravot@ivou bazi:

vektorw ma opany smeér nez osy = hledanym vektorem je vektoete, (méa
. jednotkovou velikost a sénopa&ny k ose 0sy) = € xe, =-e,.
- Stejnym zgisobem wime ostatni satiny.

66 =0 € %€, =6 € %€ ="6,
| €,%Xe =8 € xe,=0 €, %6 =86
& xe =6, & X8 =76 §x&=0.

Pedagogicka poznamkaSoltin e xe, urci studenti ¥tSinou sami, satin e xe, je poteba
vétsSing z nich ukazat (proto s nim u tabul@lis netekam), zbytek pak jiz
dopcitaji. Nékteti maji potize se znameénky.

Napriklad vektoru = (2;3;-1) mizeme napsat jaka = 2[& + 3[&, - 1[&,.

Vyjadiime vektorya ab pomoci vektak e, e,, e,.
a=(a;a;a)=ag+ag,rag,
b=(h;b,;b;) =be,+be,+be.

Ted’ oba vektory vynasobime a pouZzijeme pravidla nadsabeni.
axb=(ae +age,+ag)x(betbe tbe)=

ae xbe +tag,xbgtagxbe,

ae xbge,tag,xbg,tagxbe,
alelxb3eS+a2e2xb§3+a§3xb§ 3

Prerovname piadicisel a vektak v sowinech.

albl(elxel) + azbl(e2er) + a?l(e &€ )
ab,(e,xe,)+ap,(e,xe,)+ab e xe)
ab,(exe,)+ap,(exe)+abfexe)=

Spaiitame vektoroveé sainy v zavorkach (podle tabulky vyse).



a1b10 + a2bl(_eS) + agop 2
alee3 + a2b20 + ap 2(_61)
ab,(-e,)+abe +abp

Dame k sob nasobky stejnych vektir

(a2b3_apz)el+(ap1_ap3)e2+(ap ;a 9 )e
Ted uz mizeme snadno it souradnice vektoruaxb=(ab,-ap, ap,~ab;ab,~ab).

Pr. 8: Vzorec pro vypoet vektorového saiinu ze sotadnic je velmi slozity. Zkus najit
mnemotechnickou poiicku pro jeho zapamatovani.

' ReSeni na zstku [isti hodiny.

Pedagogicka poznamkaPredchozi odvozeni sami@pme nezkouSim a fze se zdat
zbyteEné (vektorové satiny budou studenti vifisti hodirg pocitat samoejme
jinak). Na druhou stranu pokud ho studegrta@d sami a neopisuji ho z tabule, je to
krasny piklad zdlouhavého vyptu nar@éného na fesnost.
Pokud odvozeni nestihneme dojtat do konce, nic se ngd. Fisti hodinu se
k nému nevracime, jenom ho ukazu z projektoru. Kdé&jestoji, dodla si ho sam,
pro ostatni velkou cenu nema.

Shrnuti:  Vektorovym sodinem dvou nerovnaiznych vektoil ziskame vektor na oba
kolmy.



